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Resumo: O conceito de função é dos poucos que está presente em todas áreas de matemática, desde a geometria passando pela álgebra até a probabilidade. Uma correta abordagem do mesmo garante muitos êxitos no desenvolvimentos dos professores e alunos em todos os níveis de ensino. Neste trabalho apresentamos uma metodologia em que o professor do ensino fundamental e médio pode aplicar para explorar aprendizagem conceitual de funções através de uma seqüência didática. Com a construção de exemplos concretos e de fácil assimilação, estimula-se a aprendizagem estratégica de resolução de problemas. Imitando uma máquina transformamos um objeto de um conjunto em outro objeto do mesmo ou de outro conjunto. Iremos explorar idéias desenvolvidas por Jurado (2008). Partiremos de um caso específico onde duas supostas máquinas modificam números, e depois analisaremos quantas vezes estas supostas máquinas foram usadas para chegar a um número desejado. Vamos também fazer o caminho inverso, isto é, transformar as máquinas obtidas em novas máquinas que nos permite fazer o percurso. Outro conceito que iremos introduzir de forma intuitiva é o de função composta, que irá ser feito através das composições das máquinas obedecendo uma ordem, ou seja, usando uma máquina uma vez e depois a outra. Depois disso o estudante terá material suficiente para analisar o que acontece com os números quando se usa as máquinas em diversas situações, os alunos poderão verificar como produzir o maior valor utilizando as máquinas e o que irá acontecendo quando as máquinas são usadas sucessivamente. Algumas considerações também são propostas para o ensino da matemática, mais especificamente para o ensino de funções, e o uso de uma linguagem especifica para se trabalhar funções no ensino fundamental e médio. 
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Introdução 
 
Ao procurar compreender as dificuldades dos alunos do ensino médio com a linguagem matemática, mais especificamente as relacionados com funções, como um objeto matemático constituído de três partes (domínio, regra e imagens), representativo de uma situação real ou teórica, apresentamos situações problemas que envolvem termos da linguagem corrente do dia a dia que permita refletir sobre o significado do palavra função nos seus aspectos semânticos. Estes aspectos encontram apoio teórico nos trabalhos Vinner (1991, 1992) ligados especificamente ao conceito de função. 
 
Baseado neste teórico, consideramos relevante compreender que imagem conceitual um aluno do ensino médio tem ao evocar o termo função no seu plano interpessoal de aprendizagem.                   

 
Estes conceitos tem se revelado de difícil assimilação por parte dos alunos do ensino médio, principalmente as idéias de variável, domínio, contra domínio e imagem, que está envolvida com a própria compreensão do conceito e trazem grande dificuldades na aprendizagem dos alunos. 
 
Estes conteúdos são relevantes nos aspectos da utilização prática, prestando auxílio no desenvolvimento científico e tecnológico e nos aspectos sociais, uma vez que seu conhecimento pode auxiliar na resolução de diversos problemas ligado ao mundo que nos rodeia. 

 
No tratamento dado pelos alunos do ensino médio nas diversas situações problemas induzidas, constatamos uma diversidade muito grande de idéias relativas ao tema funções que muito pouco correspondia a conceituação matemática, por isso procuramos nesse trabalho mostrar um meio que facilite a compreensão do aluno através de uma forma que estimule o desenvolvimento cognitivo do estudante, ainda nos primeiros anos na escola. 

Teremos como ponto de partida o desenvolvimento de uma situação problema apresentada no trabalho de Uldarico Malaspina Jurado [1]. Usando uma linguagem de fácil compreensão e termos já conhecido por alunos do ensino fundamental Jurado apresenta uma proposta de como podemos trabalhar o conteúdo de funções. Desta forma esperamos atrair a atenção dos alunos, por isso é muito importante o professor estar atento em cada reação do estudante. 

Segundo o dicionário Aurélio, máquina é um “aparelho ou instrumento próprio para comunicar movimento, por em ação ou fazer transformação”. O termo máquina aplica-se geralmente a um conjunto de peças ou de estruturas físicas que operam juntas para executar o trabalho. No nosso caso aproveitaremos que o termo máquina já é familiar ao aluno e aplicaremos o termo a funções que transformam números. 
Descrição Metodológica: 
 
Tendo duas “máquinas” que transformam números: diremos que a máquina A multiplica por 2 e que a máquina B soma 1. Partindo do número 10 queremos chegar ao número 52 usando as máquinas A e B o menor número de vezes. 

Este problema pode ser proposto a estudantes do ensino fundamental, que através dele, é possível trabalhar de forma implícita conceitos como o de função, de função inversa e de funções compostas. Dessa forma ele já terá uma idéia do que seja função quando chegar no ensino médio. O termo máquina dá um caráter lúdico ao problema estimulando a curiosidade e possibilitando a compreensão por um meio mais concreto por parte dos estudantes do ensino fundamental, permitindo explorar a interseção entre a aprendizagem conceitual, a aprendizagem de estratégica e a aprendizagem algorítmica [9]. 

 
Antes de apresentar qualquer forma de resolver esse problema é importante deixar que os próprios estudantes procurem uma solução e logo após se reúna em grupos com outros colegas para discutir e comparar as respostas obtidas entre os seus pares para verificar se sua resposta foi igual e se o caminho para achar a resposta foi o mesmo, pois pode haver mais de um meio de partindo de um número n chegar a outro numero m, mas o que interessa é saber o número de vezes que as máquinas foram usadas. 

Por exemplo, podemos partir do numero 4 e chegar no numero 36 por mais de uma forma: 
1) A         B           A             A 
4 x 2 = 8 + 1 = 9 x 2 = 18 x 2 = 36 
2) A         A           B            B             A 
4 x 2 = 8 x 2 = 16 + 1 = 17 + 1 = 18 x 2 = 36 
 
Mas a primeira forma usa-se menos a maquina. Mas será que pode haver um caminho ainda mais curto? Essa questão é que iremos procurar resolver. 
Depois de passar por esse estágio, de conferir as respostas com os colegas, os estudantes segundo Jurado, estarão aptos para avançar mais a frente e se deparar com novos questionamentos com maior grau de dificuldade. 

 
Aproveitando que os alunos já estão em grupos o professor poderá deixar as seguintes perguntas para os alunos debaterem no grupo. 

 
1. Partindo de 10 é possível chegar a qualquer outro número natural maior que 10 usando as máquinas A e B? Explicar. 

 
2. Partindo de 10, qual é o maior numero que se pode chegar usando 3 vezes a máquina A e 3 vezes a máquina B? Explicar. 

 
3. Partindo de 10 qual é o maior número que se pode usando A e B 4 vezes no total? 

 
Depois de verificar que existe uma máquina que transforma números e que podemos chegar a vários números diferentes e de diferentes formas, podemos trabalha de uma forma mais especifica e manipular dados como quisermos. Podemos examinar casos particulares e depois generalizar alem de verificar como os números obtidos por cada máquina vão se comportando quando a gente vai colocando números cada vez maiores, e assim concluir qual o maior valor alcançado se usarmos as máquinas diversas vezes de forma arbitraria 

Resultado: 
 
A partir daí podemos generalizar que se n e m forem naturais {1, 2, 3,...} e n menor que m então é possível partindo de n chegar a m usando as máquinas A e B, pois a maquina B soma mais 1, então podemos chegar a qualquer numero natural m maior que n somando n de um por um. Por isso partindo do número 10 podemos chegar a qualquer número natural maior que ele. 
 
Outro fator importante que deverá ser explorado é a seqüência em que se estar usando as maquinas. Por exemplo: partindo de um número n, como o 10 por exemplo o maior número que se pode chegar usando as maquinas A e B 3 vezes cada como sugerido no problema se dá usando a máquina B 3 vezes e depois a máquina A 3 vezes. Podemos verificar isso, analisando o que acontece se compormos as máquinas de todas as formas possíveis, compondo a maquina A com a B, ou seja, jogar um número na máquina A primeiro e depois pegar o resultado obtido e jogar na máquina B e depois fazer o processo contrario jogar o numero na máquina B primeiro e depois na A e depois verificar o resultado. Podemos então observar quantas vezes é necessário usar a máquina B para alcançar o mesmo número usando uma vez a maquina A 

 
Vamos usar o exemplo do problema: 2. Partindo de 10, qual é o maior numero que se pode chegar usando 3 vezes a máquina A e 3 vezes a máquina B? 

Quando se usa a máquina A no número 10, obtém-se 20 que é o mesmo número usando a máquina B 10 vezes. Se usarmos a maquina A uma vez no 10 chegaremos no 20, usando depois a máquina B no 20 chegamos ao número 21 que seria o mesmo número se usássemos a máquina B 11 vezes partindo do 10, mas se usarmos primeiro a máquina B e depois a máquina A, então chegaríamos a 22 que seria o mesmo que se usasse a maquina B 12 vezes. Se usarmos 2 vezes a máquina A e depois 2 vezes a máquina B essa diferença fica ainda maior se invertermos a ordem 2 vezes B e depois 2 vezes A. Teremos então 42 para o primeiro caso e 48 para o segundo. O mesmo vale se usarmos 3 vezes uma máquina e depois 3 vezes a outra. Se usarmos as máquinas em ordem alternada (tipo: A B B A B A) mesmo assim teremos um numero inferior do que se usarmos a máquina B 3 vezes primeiro isto acontece porque se deixarmos para multiplicar por 2 no final iremos chegar em um número usando a máquina A muito mais vezes. 

 
Quando se joga um número n na máquina A obtemos 2n se jogarmos depois o resultado desse número na máquina B obteremos 2n + 1, se invertermos a ordem e jogarmos um número na máquina B e depois o seu resultado na máquina A então obteremos primeiro n + 1 e depois 2(n + 1) que é igual a 2n + 2 logo se jogarmos um número na maquina A e depois o seu resultado na máquina B o resultado final será sempre menor que se invertermos a ordem. 

Conclusão: 
 
O estudante pode ser tentado a querer resolver o problema por tentativa e erro e assim chegar à resposta, é importante então o professor verificar a forma que o estudante está utilizando para resolver o problema sem impor a sua maneira ao aluno. É muito importante a intuição do aluno nessa fase. O professor poderá então propor que o aluno imagine “maquinas inversas” que operam de forma inversa a máquina original. Nesse caso uma máquina que divide por 2 e outra que subtrai 1. Dessa forma nosso problema passaria a ser: saindo do 52 chegar no 10 usando as máquinas o menor número de vezes. 
52

26                     51

                                                 13                    25                       50

                                  12                                             24       25            49

                   11                       6                        23                  12                        48

            10                                              22                                            24                 47 

 
Quando usamos a máquina A pulamos alguns números, isso ocorre devido ao fato da multiplicação da alguns saltos, o mesmo não ocorre quando usamos a máquina B, pois ela leva um número ao seu sucessor, isso ocorre porque soma 1. Por isso quando usamos a máquina A podemos chegar mais rápido a um número do que quando usamos a maquia B, mas em compensação poderemos saltar o número que queremos chegar. Alguns números não podem sofrer a inversão da maquina A, pois 2 não divide os números impares mas se os números forem maiores que 1 então poderá sofrer a inversão da máquina B pois haverá sempre um antecessor. 
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