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RESUMO 

Este trabalho procura reunir as diferentes idéias presentes na construção e evolução do conceito de área. Apresentando os aspectos históricos do seu desenvolvimento, até a dedução das fórmulas usuais para as áreas dos polígonos mais simples, e o cálculo da área de figuras irregulares, através da Fórmula de Pick. Apresenta ainda uma demonstração da Fórmula de Pick e sua relação com o Teorema de Euler para regiões poligonais. O intuito do trabalho é contribuir para o aprofundamento do conhecimento matemático de professores e alunos, despertando seu interesse e curiosidade para explorar este e outros capítulos da Matemática, valorizando os aspectos históricos, empíricos e formais presentes na evolução desses conhecimentos. 
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INTRODUÇÃO 

 
Na Educação Básica o conceito de área está presente em diferentes momentos, desde a Educação Infantil até o Ensino Médio. Os currículos propõem diferentes abordagens a partir da exploração do espaço, associadas ou não ao trabalho com medidas e geometria. 

Nas séries finais do Ensino Fundamental e no Ensino Médio, os professores de Matemática desenvolvem esse conteúdo com o apoio do livro didático e introduzem o conceito de área como um número associado a uma superfície e, rapidamente, passam ao cálculo de área, utilizando fórmulas. 

 
Em geral o trabalho prescinde de atividades que envolvam composição e decomposição de figuras propostas nos estudos de geometria e que subsidiam a compreensão das fórmulas. Pouca ou nenhuma ênfase é dada ao conceito de área e à sua importância no desenvolvimento das sociedades na antiguidade. 

 
Desse modo, buscamos reunir neste texto as diferentes idéias presentes na construção e evolução do conceito de área, apresentando os aspectos históricos que o relaciona à necessidade de sobrevivência do homem primitivo, ao desenvolvimento da agricultura e da engenharia das primeiras civilizações, e às formas de construção do pensamento matemático na Grécia antiga. 

 
Também são deduzidas as fórmulas usuais para as áreas dos polígonos mais simples, a partir da definição de área do quadrado e da utilização da unidade quadrada como padrão de medida. 

 
Para o cálculo da área de figuras irregulares, recorremos à Fórmula de Pick, mostrando uma aplicação em imagens de satélite de regiões devastadas por queimadas. Apresentamos ainda uma demonstração da Fórmula de Pick e sua relação com o Teorema de Euler para regiões poligonais. 

 
Assim, pretende-se que este material contribua para o aprofundamento do conhecimento matemático de professores e alunos, despertando seu interesse e curiosidade para explorar este e outros capítulos da Matemática, valorizando os aspectos históricos, empíricos e formais presentes na evolução desses conhecimentos. 

DESCRIÇÃO METODOLÓGICA 

A Fórmula de Pick 

 
A fórmula de Pick é um teorema que foi publicado em 1899 por Georg Alexander Pick, como um recurso interessante para o cálculo de área de polígonos simples com vértices sobre os pontos de intersecção das retas de uma malha quadriculada, como na figura a seguir: 
[image: image1.emf]
Figura produzida com o Geogebra
Para compreender o teorema é preciso estabelecer alguns conceitos: 

● Cada ponto de interseção de retas da malha quadriculada será chamado de nó; 

● Cada pequeno quadrado será chamado de célula e possui uma unidade de área; 

● Um polígono é chamado simples quando seu contorno for uma curva fechada simples, ou seja, ele não possui “buracos” no seu interior nem intersecções de suas arestas. 
[image: image2.emf]
Figura produzida com o Geogebra 

 
A figura 1 representa um polígono simples. Na figura 2 o polígono não é simples, pois tem um vértice que pertence a mais de dois lados e o polígono da figura 3 não é simples porque tem um buraco. Sendo P um polígono simples, com vértices sobre os nós de uma malha, os pontos do reticulado sobre o contorno de P serão chamados pontos de fronteira e os pontos do reticulado que se encontram no interior de P serão chamados pontos interiores. 

O Teorema de PICK 3 
O Teorema de PICK afirma que: 
Se um polígono P no plano cartesiano tem apenas vértices de coordenadas inteiras, então sua área é dada pela fórmula, 
121)(−+=iBPA 
onde B é o número de pontos de coordenadas inteiras no contorno do polígono e i é o número de pontos de coordenadas inteiras no interior do mesmo. 
121)(−+=iBPA ⇔ 121)(−+=iBPPICK 
Fórmula de PICK para as outras figuras 
Para descobrir se a relação vale para qualquer polígono com vértices na malha, observamos primeiramente o que acontece quando se cria uma figura juntando-se duas outras. 

Considere dois polígonos F1 e F2 com vértices na malha. Sejam i1 e i2 respectivamente o número de pontos da malha contidos no interior da figuras F1 e F2, e sejam f1 e f2 respectivamente o número de pontos da malha na fronteira de F1 e F2. Suponha que essas figuras têm em comuns apenas pontos da fronteira, e seja n o número de pontos da malha comuns a ambas. Chamamos de A1 e A2, respectivamente as áreas das figuras F1 e F2, e aplicando a fórmula de PICK, obtemos: 
A1 + A2 = ( 21f1 + i1 – 1 ) + ( 21f2 + i2 – 1 )

A1 + A2 = 21f1 + 21f2 + i1 + i2 – 2

A1 + A2 = 21f1 + 21f2 + i1 + i2 – 2 + n – n
A1 + A2 = 21( f1 + f2 – 2n + 2 ) + ( i1 + i2 + n – 2 ) – 1
Note que (f1 + f2 – 2n + 2) é o número de pontos da malha na fronteira e 

( i1 + i2 + n – 2 ) é o número de pontos da malha internos da nova figura F1 F∪2. Isto significa que se a fórmula de PICK valer para duas figuras ela vale também para a junção dessas figuras. 
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                                              [image: image4.emf]
Polígono formado pela junção da figura F1 e F2. Neste caso, n = 3. 

Relação entre o Teorema de PICK e a Fórmula de Euler 
Teorema de Euler 
Seja P uma figura plana poligonal simples ou não, com ou sem buracos. Tomando uma subdivisão de P constituída por um número finito de polígonos simples e sem buracos, aos quais chamaremos faces, de tal forma que a interseção de duas faces ou é vazia ou é um vértice comum ou é um conjunto de arestas comuns. Se F é o número de faces, A é o número de arestas, V o número de vértices e b é o número de buracos, então F – A + V = 1 – b. 

A expressão F – A + V é chamada característica de Euler de indicada por X(P). Se o polígono P não tenha buracos, isto é, b = 0. Neste caso F – A + V = 1 

Tomando como válidas as duas fórmulas para regiões poligonais simples, podemos afirmar que O Teorema de PICK implica a Fórmula de Euler, da seguinte maneira: 

● Um triângulo cujos vértices estão sobre os nós de uma malha quadriculada é dito primitivo se não existirem nós da malha sobre seus lados. 

● Para um triângulo primitivo temos 3 pontos de fronteira (os vértices) e nenhum ponto interior. Portanto, o número de PICK é 21. 

● Considere um polígono simples e sem buracos com vértices sobre os nós da malha quadriculada. Ele pode ser triangulado de modo que todos os triângulos sejam primitivos. A partir dessa triangulação vamos relacionar a característica de Euler do polígono com seu número de PICK. 

● Como os únicos nós da malha sobre o polígono são os vértices dos triângulos temos que 

V = B + i (1) 

● Cada aresta do interior pertence à exatamente dois triângulos (o polígono não tem buracos) e o número de arestas da fronteira é igual ao número de vértices da fronteira B (o polígono é simples). 

Assim, ao contarmos as arestas em cada triângulo teremos contado 3F arestas das quais cada aresta interior foi contada duas vezes e cada aresta de fronteira, uma vez. Portanto temos: 

3F = 2 (A – B) + B 

Ou de forma equivalente 

)3(21BFA+= (2) 

Vamos mostrar então que a fórmula de PICK implica a fórmula de Euler. 

● Suponha que vale a fórmula de PICK. Então, a área de cada triângulo (primitivo) bem como do polígono é igual o seu número de PICK.Como temos F triângulos, a área do polígono é F21 

Assim: 

122−+=iBF. 

Ou Ainda: 

F = B + 2i – 2 (3) 

Usando as fórmulas (1), (2) e (3) temos: 
iBBFFVAF+++−=+−)3(21 5 FiBVAF212−+=+− )22(212−+−+=+−iBiBVAF1=+−VAF 
Vamos mostrar agora que se a fórmula de PICK vale para triângulos primitivos, então a fórmula de Euler implica a fórmula de PICK para qualquer polígono simples. 
● Para isto, considere o polígono triangulado em triângulos primitivos. Então valem as relações (1) e (2). 

● Se a fórmula de PICK vale para triângulos primitivos, então a área de cada triângulo é seu número de PICK que é 21, por serem por serem primitivos. Assim a área do polígono é F21. 

● Suponha agora que a fórmula de Euler é verdadeira. Como o polígono não tem buracos, então: 

F – A + V = 1 

● Das relações (1) e (2), obtemos 

1)3(21=+++−iBBFF⇒ F21 = 121−+iB 
Fórmula de PICK para polígonos não simples 
A Fórmula de PICK é mesmo um recurso bastante interessante quando se trata de polígonos simples. Mas o que acontece se aplicarmos essa mesma fórmula para polígonos que contenham “buracos”. Veja a seguir. 
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Figura produida com o Geogebra 
 
Aplicando a Fórmula de Pick obtemos 39 unidades como área, quando o correto seria 41 unidades. Observa-se então que para a validade da Fórmula de Pick é necessário que o contorno do polígono seja uma curva fechada simples. 

 
Entretanto, o conhecimento matemático está sempre em evolução, e recentemente o matemático Dale E. Varberg apresentou uma generalização da Fórmula de PICK que se estende aos polígonos cujos contornos não são curvas fechadas simples. A expressão por ele  obtida pode ser considerada uma forma geral da Fórmula de PICK, enunciado como a seguir. 

 
Seja P uma reunião finita de regiões poligonais com vértices sobre os nós de uma malha. Se V denota o número total de nós da malha em P e, Eb é o número de lados do bordo de P (aqui consideramos que dois nós consecutivos do bordo formam um lado), então a área de P é dada por: 
xEVPAb−−=2)( 

 
Onde x = 1 – b é a característica de Euler de P, sendo b é o número de buracos de P. 
Utilizando essa fórmula, na figura esboçada acima V = 58; Eb = 34 e x = 0, a área hachuriada é de 41 unidades. 
CONCLUSÃO 
 
Mesmo cientes das limitações desse trabalho, ao abordar o conceito de Área, procurei apresentar um material que contemplasse esses diferentes aspectos, de modo que professores e alunos pudessem perceber o valor e a riqueza do tema. Acreditamos que essa abordagem permite ampliar as possibilidades de exploração do conceito de Área, especialmente no Ensino Médio, trazendo para a sala de aula conhecimentos como a Fórmula de Pick e o Teorema de Euler. 

 
Apesar desses conteúdos não estarem contemplados diretamente nos currículos escolares, acredito que eles podem se tornar acessíveis aos alunos do Ensino Médio, principalmente se forem apresentados juntamente com situações que viabilizem sua aplicação, podendo se constituir como uma experiência enriquecedora para o ensino e para a aprendizagem em Matemática. 

Também permitiu que se percebesse a dificuldade em expandir o teorema para o “mundo tridimensional”, já que as soluções aparentemente mais plausíveis se mostram inadequadas. 
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